Moment Pedu.

Zasada dynamiki , wyrazona w formie Rdwnania Newtona , implikuje pojecia pedu , impulsu sity,
energii kinetycznej , pracy. Pojecia te opisuja ruch i jednoczesnie speiniaja rownania , ktdre
wynikaja z rownania Newtona. W konsekwencji wiedza o ruchu punktu materialnego jest zawarta
w zasadach dynamiki. Chociaz powyzsze pojecia mozna traktowac zawezajac je do techniki
catkowania réwnan dynamiki , to szerzej buduja one jezyk mechaniki klasycznej. W tym sensie
obecne sa w tym jezyku np. funkcjonat pracy , funkcjonat impulsu sity. Na drodze tego typu
rozumowania otrzymuje sie moment pedu i moment sity a takze odpowiedni funkcjonat impulsu
momentu sity. Przedstawimy te pojecia jako wynikajace z zasady dynamiki.

Moment pedu. Impuls momentu sily.
Rownanie Newtona mnozymy obustronnie przez wektor wodzacy :

mF (()xF (¢)=F (t)<E (7 (¢), 7(t),¢)

poniewaz F(t)x?(t)Z%(r (t)x7(t)) otrzymujemy :

(3 () = F (1), (0,0

Lewa strona roOwnania zawiera pochodnq po czasie wektora zwanego momentem pedu L=7Xp
Prawa strona to wektor momentu sity M=7xF . Powyzsze rownanie wyraza szybko$¢ zmiany
wektora momentu pedu w czasie jako wektor momentu sity :

L=M
Ca}kujqc obustronnie po czasie otrzymujemy :

fM ),t)dt , L(e)=L(t,)=J (F(t)xF)de

-

A oL=L(0-L(t) , A o L= f (t)x F)dt
Powyisze stwierdzenia wigzg ZH‘llaDQ momentu pedu w czasie z funkcjonatem impulsu momentu

sity f (t)xF)dt

O

W_»ogélnoéci jest :
L(t)=mF (t)xV(t)=mF (t) X (5, V(t)+ Py v (¢)) =mF (t) X (7, V(t))
Wiasciwos¢ ta mowi, ze dla danego obserwatora umieszczonego w poczatku uktadu wspotrzednych
niezerowy wktad do wektora momentu ma tylko sktadowa transwersalna predkosci ;v (t) tj.
sktadowa predkosci prostopadta do wektora wodzacego 7 (t)o (0 v(t)=0 .
Mamy takze :
L(t)=m7 (t)xV(t)=m(m;, F(t)+ Py F(t)) XV (t)=m(m;, 7 (t))xV(t)
Wilasciwos¢ ta mowi, ze wszyscy obserwatorzy, dla ktorych sktadowa wektora wodzacego
ﬂWF(t) jest ta sama , obserwujq ten sam moment pedu i(t) . Zauwazmy, Ze obserwatorzy o
tej wtasnosci znajduja sie na linii prostej. Niech r, oznacza a priori dowolng translacje . Jesli
To(F(0)+7 )= 75,7 (1) to To0f,=0 czyli Py, F,=F, .Wszystkie wektory F, o tej
wiasciwosci tworzq w danej chwili czasu prosta.

O ile przy dowolnej translacji o staty wektor r,=const , r,(t)=F(t)+F, wektor predkoci nie
zmienia sie Vv, (t) 2% (7 (t)+f;):d:j—£t): v(t) itym bardziej wektor przyspieszenia



d,(t)=d(t) , o tyle wektor momentu pedu zmienia si¢ pod wptywem tej translacji nastepujaco :
fl(t)zm(?'(t)+r_'o)><%('r’(t)+ 7 )=m7 (t)xv(t)+mF,xv(t)=L(t)+mF,xv(t)
Jak wida¢ oba momenty pedu réznia si¢ o sktadnik zalezny od translacji mr,xXv(t) .
Odpowiednie momenty sit beda sie rézni¢ o sktadnik mr,xd(t) .

Jesli dokonamy translacji dowolnego kartezjanskiego uktadu wspotrzednych tak aby jego poczatek
znalaz} sie punkcie poczatkowym trajektorii punktu materialnego 7 (t,) to otrzymamy trajektorie
r.(t)=7(t)—7(t,) . Moment pedu w dowolnym ukladzie wspéhzednych mozemy przedstawic w

postaci :
L(t)=m7(t)xv(t)=m(F(t)—=F(t,))xV(t)+mF (t,)xV(t)
czyli :
i<t):m(;:(t)_?(to))X%(F(t)_;:(to))"'mr (t0)xV(t)=mr, (¢)x7, (¢)+mT (£, )x ¥ (t)

iw rezult_gcie P
L(t)=L,(t)+L.(t)
gdzie sktadniki momentu pedu :

L()=mr ()xV.(¢) , L(t)=mF(t,)xV (1)

Oba sktadniki momentu pedu lezg w ptaszczyznie prostopatej do kierunku ruchu tzn.
mogLAO=L0) , gL (=L (1)

Fatwo to sprawdzi¢ wzigwszy pod uwage fakt, ze v,=v(t) .

Obliczamy zatem : _

L(e)xL.(¢)=(7 (to)o L)) pe)=(F (to)o Lu(e))B(¢) , Blt)=mV(¢)
Moment pedu a wymiar trajektorii.

Dla ruchu zerowymiarowego t.j. dla spoczynku 7 (t)=7(t,)=const wektor predkosci '\?(t)z_d
czyli L(t)=m7(t)xV(¢t)=m¥(t)x0=0 .Oba sktadniki zerujasie L,(t)=0 , L (t)=0 .

Dla ruchu jednowymiarowego t.j. prostoliniowego sktadnik momentu pedu I_;(t )26 .
Sprawdzamy ten fakt nastepujaco. Niech wektor b=const#0 oznacza wektor o kierunku
zgodnym z kierunkiem prostej po ktérej porusza sie punkt materialny. Wtedy jest :

P;r.(t)=r.(t) , P;V.(t)=V.(t) .Azatem:

L.(t)=mF, (t)xV,(t)=mP;F,(t)x P; V. (t)=bx b=0
Skiadnik f_(t )#6 o ile tylko poczatek kartezjanskiego ukltadu wspétrzednych nie lezy na prostej
ruchu. Korzystajac z wiasciwosci momentu pedu :

L(t)=mF(to) XV (t)=mm, F(t,)XV(t)=ma;F(t,)xV(t) .
W danej chwili ten sam moment pedu obserwuja wszyscy obserwatorzy , ktorzy znajdujq sie na tej
samej prostej rownolegtej do b tzn. majq ten sam wektor nEF(tO) .

Reasumujac dla ruchu jednowymiarowego jest L(t)=L (t)=max;F(t,)xXV(t) .

Dla trajektorii ptaskiej t.j. dwuwymiarowej, dla ktérej wektor b=const#0 jest prostopadty do
plaszczyzny ruchu, sktadnik L, (t) ma staty kierunek tj. P;L.(t)=L,(t) .Jest tak poniewaz

P;7.(t)=0 , P;V,(t)=0 .Jeli ponadto umiescimy poczatek uktadu wspéhzednych na
plaszczyznie ruchu to wtedy takze P; L (t)=L.(t) , co jest skutkiem dodatkowego warunku
P;7(t,)=0 .Wtedy moment pedu



L(t)=L,(¢)+L (t)=P;L,(t)+P;L (t)=P;(L.(¢)+L (t))=P;L(t) ma staly kierunek zgodny z
wektorem b
Jesli w ogblnosci obserwator znajduje sie poza ptaszczyzng ruchu to sktadnik f_(t) nie ma
stalego kierunku. Niemniej jednak mozemy znalez¢ sktadowe tego sktadnika momentu pedu
piszac :

L (t)=m(P;F(t,)+m;7(t,)) XV (t)=mP;F (t,) XV (t)+m ;7 (t,) XV (¢)
Pierwszy skladnik lezy w plaszczyznie ruchu , drugi jest prostopadty do ptaszczyzny ruchu.
Reasumujac dla ptaskiej trajektorii moment pedu mozna zawsze przedstawi¢ w postaci sumy trzech
skladnikow :

L(t)=L, (¢)+mm;F (t,) XV (t)+m P; T (£,) XV (¢)
Dwa pierwsze skladniki sa prostopadte do ptaszczyzny ruchu, trzeci lezy w tej plaszczyznie.
W danej chwili te samq sktadowq plaszczyznowa momentu pedu mP; 7 (t,)XV(t) obserwuja

wszyscy obserwatorzy , ktorzy znajduja sie na tej samej ptaszczyznie prostopadtej do b tzn.
majq ten sam wektor  P; 7 (t,)

W przypadku trajektorii stricte trojwymiarowej nie zachodza witasciwosci opisane powyzej dla
przypadkéw 2 , 1, 0 wymiarowych. Wektor momentu pedu wraz ze swoimi skladnikami zmienia
swoj kierunek prostopadly do chwilowej ptaszczyzny ruchu.

Predkos¢ polowa. Interpretacja geometryczna momentu pedu.
Przy pomocy wektora momentu pedu okreslamy wektor predkosSci polowej :
dt 2m 25 g
Wektor ten jest prostopadty do ptaszczyzny ruchu tworzonej przez wektor wodzacy 7 (t) i wektor
predkosci  V(t) . WartoS¢ tego wektora to predko$c z jaka rosnie pole zakreSlane przez wektor
2

wodzacy 7(t) (jednoska = m ). Szczegolnie prosty przypadek stanowig ruchy dla ktérych
S

wektor wodzacy zakresla ptaska powierzchnie. Tak jest dla dowolnego ruchu jednowymiarowego.

Dla ruchu jednowymiarowego jest :
t t

M 3=3 [ FOXTO = ] (F(e)x00) = 7o) ] (7 (0)e=L 7

) [}

N|H

i w rezultacie :
A, s—; F(£,) %7 (¢)

Wartos¢ tego wektora jest polem tréjkata , ktérego boki tworza wektory 7 (t,) i F(t)
A, S\— (£,) %7 (¢)]

Podobne przyklady otrzymujemy rozpatrujac ruchy ptaskie dla ktorych wektor S jest prostopadty
do kierunku ruchu.

Przyklad: moment pedu dla ruchu w polu grawitacyjnym Newtona.
Ruch planety o masie m w polu gwiazdy o masie M opisuje rownanie Newtona :
GMm . (t )

Fef

Mnozac wektorowo obustronnie to réwnanie przez promien wodzacy 7 (t) otrzymujemy :
m (6)xF (6)= =M ()7 ¢

7 (o)

i oczywiscie jest :

m? (t)=—




%(m?(t)xv’(t))zo

co oznacza , ze w tym ukladzie kartezjaniskim moment pedu spehia :
dL _g
dt

iw rezultacie jest :

L(t)=const
Dowodezi to faktu, iz trajektoria planety jest ptaska.



