Drgania .

Rozpatrujemy drgania harmoniczne i drgania harmoniczne ttumione. Zgodnie z wcze$niejszymi
obserwacjami wiedze o ruchu punktu materialnego mozemy czerpac nie tylko z explicte
otrzymanych rozwigzan réwnan Newtona, ale takze z rownan wynikajacych z r6wnania dynamiki:
rownania energii i rownania momentu pedu. Tak postapiwszy otrzymamy charakterystyke
geometryczng trajektorii , ktére dla rozpatrywanych drgan sq conajwyzej ptaskie.

Energia drgan .
Punkt materialny o masie m wykonujacy drgania harmoniczne pod wplywem sity sprezystosci
podlega rownaniu Newtona :
m¥ (t)=—k 7 (t)
Mnozgc rownanie skalarnie obustronnie przez predkosc :
mr(t)oF(t)=—k7(t)oF(t)
Réwnanie mozemy przedstawi¢ w postaci :
d mp(e) kP _
a2 v 70
Oznacza to , ze wielkos¢ :
mle (), k[P (0)
2 2
Stalg po prawej stronie wyznaczamy z warunkow poczatkowych :
mfv (e’ , k[F (ef _m[p(eo]”, K[F(to)
2 2 2 2
WielkosScig zachowang podczas drgan jest cakowita energia E>0
miv(ef, KIF(e)
2 2
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E

m[v(t) i potencjalnej E,(t)= k|r2(t)‘

Energia E jest sumgq energii kinetycznej E K(t) =

Moment pedu drgan.
Mnozac wektorowo obustronnie rownanie Newtona drgan harmonicznych przez wektor wodzacy :
m7 (t) X7 (t)=—kF(t)xF(t)
otrzymujemy :
m-d (7 (¢)x9(t)) =0
w rgzultacie otrzymujemy réwnanie momentu pedu :
dL _=
g 0
Podczas drgan harmonicznych staly pozostaje wektor momentu pedu :
L(t)=const
Stala mozemy wyznaczy¢ z warunkéw poczatkowych :
i<t): mF (t,)XV(t,)
Podkreslmy, ze poczatek uktadu kartezjanskiego znajduje si¢ w polozeniu rownowagi tzn. w
punkcie , w korym sita sprezystosci zeruje sie 7=0

Geometria trajektorii drgan .
Mozliwe sq harmoniczne drgania 0, 1, 2 wymiarowe.



Drganie 0-wymiarowe to spoczynek w potozeniu réwnowagi 7 (t)=6 . Wynika stad zerowy
wektor predkosci  V(t)=0 . Oczywiscie zeruje sie moment pedu
mloE , k[P

=0 .
2 2

L(t)=m7(t)xV(t)=m0x0=0 i energiadrgai E=
Drganie 1-wymiarowe wystepuje, gdy wektor wodzqcy 7(t) jest wspoHiniowy z wektorem
predkosci v (t) w kazdej chwili czasu. Kierunek b=const obu wektoréw jest staty poniewaz
zeruje sie przyspieszenie normalne  dy,=0 .Zatem P;F(t)=F(t) , P;v(t)=v(t)

Stad wektor momentu pedu zeruje sie o

L(t)=m7 (t))xV(t,)=m7 (t)xV(t)=mP;7(t)xP;v(t)=bxb=0 .Poniewaz nie zerujq sie
rownoczesnie wielkosci 7 (t,) i V(t,) (gdyby tak byto otrzymaliby$my opisany wyzej
mfo(eo)], K[F (to)f
2

spoczynek) to energia drgan =FE>0 . Drgania odbywaja sie po odcinku

przechodzacym przez punkt ?(t)za z amplituda % .

Drganie 2-wymiarowe WystQpU]e gdy moment pedu i( )= const#0 . Plaszczyzna ruchu jest
prostopadta do tego wektora L . Oczywiscie 7(t)oL(t)=0 i v(t)oL(t)=0 .Wektor
wodzacy i wektor predkosci leza w tej ptaszczyznie &7 (t)=F(t) , x;v(t)=v(t)
Podczas drgan w kazdej chwili czasu :
a) wektory F(t) i V(t) nie sq wsp6Hiniowe b) punkt materialny nie zatrzymuje sie
[v(t)|>0 c) punkt materialny nie przechodzi przez potozenie réwnowagi |F(t)>0 .
Gdyby wystapito zaprzeczenie ktorejkolwiek wiasciwosci a) b) c) to przeczytoby to warunkowi
L#0 . Stwierdzenie a) wraz z warunkiem L( )= const#0  dowodzi, iz mamy rzeczywiscie do
czynienia z trajektorig ptaska. Stwierdzenia b) c) zapewniajq Ze energia dwuwymiarowych drgan
miv (e, k[F (o)
2 2
uwage , Ze rozwigzaniem rownania Newtona w przypadku 2-wymiarowej trajektorii drgan jest
elipsa o Srodku w potozeniu rownowagi.

=E>0 .Powyzsze stwierdzenia stajg sie bardziej czytelne jesli weZmiemy pod

Energia drgan ttumionych.
Punkt materialny o masie m wykonujacy drgania harmoniczne pod wplywem sity sprezystosci i
sity oporu proporcjonalnej do predkosci podlega rownaniu Newtona :
mr( J=—kT(t)- br( )
Drgania takie nazywamy thtumionymi. Wspétczynniki sq dodatnie k>0 , b>0
Mnozac rownanie skalarnie obustronnie przez predkoSc :
m7 (t)oT (¢)=—KkF (¢)oF (t) = bF (t)o7 t)

a nastQpnle ca}kuj ac obustronme po czasie otrzymujerny :

mfr m_—kfr m—bfr 7 (t)dt
Po wyca}kowamu i prostoych przeksztalcenioach
mfv (e, k[F(ef _m[P(eo]”, Hr

Powyzsze rownanie energii moZemy przeplsac W postaci :

E(e)=E(t,)—b [ [o(0)fde

Energia poczatkowa jest sumg poczatkowej kinetycznej i poczatkowej potencjalnej :



mpv(t,)[© k|F(t,)
bl K

Energia w chwili t>t, jestanalogiczng sumag energii kinetycznej i potencjalne;j :

E(t)= mv (o)’ Lk 7 (o)
2 2
Wprowadzenie sity oporu powoduje ubytek energii :
E(ty)>E(t) dla t=>t,
Jesli punkt jest w ruchu to powoduje to ubytek energii punktu materialnego :
E(t) = E(t0> _A[to,t]E
Funkcja ubytku energii jest niemalejacq funkcja czasu :
t
A E=b [[0(t) dt
to

Podczas ruchu  [v(t)’>0 funkcja A, ,E jest monotonicznie rosnaca w czasie.Na tej podstawie

mozemy przewidzie¢, ze energia punktu materialnego E(t) podczas ruchu bedzie nieustannie
male¢ az do warto$ci zerowej. E(t)20 implikuje [v(t)|20 i |[F(t)|20 . Tracac energie
punkt materialny traci predko$¢ i zmierza do polozenia réwnowagi 7 (t)=0 .

Moment pedu drgan tltumionych.
Mnozac wektorowo obustronnie rownanie Newtona drgan harmonicznych thtumionych przez wektor
wodzacy : .
m7 (t)XF(t)=—k7(t)XF(t)=bF(t)x7(t)
otrzymujemy :

m%(?(t)XV(t)):—bF(t)xV(t)

czyli :
9 (F(O)xmv(t)=— 27 (t)xm¥(¢)
dt m

Otrzymujemy rownanie momentu pedu :
dL(t) b=

d  m L{t)
Rozwigzaniem tego rdwnania jest :
—é(t—to)

L(t)=L(t,)e "
gdzie poczatkowy moment pedu wynosi :

L<to):?(to)xi5 (t0>
Otrzymujemy zatem wykladniczy zanik wektora momentu pedu.

Jesli chodzi o geometrie trajektorii harmonicznych drgan thumionych to wystepuja tu wiasciwosci
podobne jak w dyskusji drgan harmonicznych niettumionych. Takze tu sa mozliwe trajektorie 0,1,
2 wymiarowe. Trajektoria dwuwymiarowa zawiera sie w ptaszczyznie prostopadtej do niezerowego
wektora momentu pedu L (t) , ktéry ma staty kierunek. Trajektoria stricte tréjwymiarowa nie
wystepuje.



