Przestrzen . Czas. Wektory.

Zmierzajac do uscislenia poje¢ otrzymujemy z reguty pewien zbiér wzbogacony odpowiednig
strukturg. Naszkicujemy ponizej kilka poje¢ prowadzacych do matematycznego modelu otaczajacej
nas przestrzeni fizycznej : trojwymiarowej przestrzeni euklidesowej. Przestrzen ta wyposazona jest
w strukture metryczna t.j. pojecie odleglosci zgodne z doSwiadczeniem.
Przestrzen jest zbiorem punktéw. Przestrzen X nazywamy metryczna jesli dla kazdych dwéch
punktéw tej przestrzeni p,qE€X okreslona jest nieujemna liczba dist(p,q)>0 zwana
odlegloscia, spelniajgca aksjomaty przestrzeni metrycznej. Wiasciwosci przestrzeni odzwierciedlajg
jej przeksztalcenia f:X->X . Przestrzen metryczna wyrdznia zbiér przesztatcen ciagtych i zbior
izometrii . Zauwazmy role jaka pekni pojecie odlegtosci w obu ponizszych definicjach :

f jest ciggtaw punkcie p,€ X ©¥ £>035>0dist(p, p,)<d=dist(f(p),f(p,))<e

f jestizometrige ¥ p,qe X dist(f(p),f(q))=dist(p,q)
Jak tatwo spostrzec, kazda izometria jest cigglta w kazdym punkcie tzn. izometrie sa podzbiorem
przeksztatcen ciagtych. Kazdy podzbiér przestrzeni metrycznej X,=X ma swoj obiektywny
ksztalt zachowywany przez wszystkie izometrie.
Podamy teraz przyklady przestrzeni metrycznych.
Prosta euklidesowa X=IR . Przestrzen ta jest izometryczna z prostq liczb rzeczywistych R
.Na prostej wprowadzamy wspotrzedne rzeczywiste p->x(p) w ten sposéb, ze odlegtos¢ na

prostej dist(p,q)=+V(x(p)—x(q)’=[x(p)—x(q) .Izometrie to translacje x->x+a , odbicie

x> —x wzgledem punktu x,=0 lub odbicie wzgledem dowolnego punktu x, :

X>—x+2x,
Plaszczyzna euklidesowa X~IR” .Przestrzen X jest izometryczna z plaszczyzna

R°=IRXIR .Wspélrzedna kartezjariska x na plaszczyznie okreslamy przy pomocy rodziny
réwnoleglych prostych euklidesowych. Przez kazdy punkt ptaszczyzny przechodzi jedna taka prosta
.Rownanie x=const jest rownaniem prostej prostopadiej do rodziny prostych rownolegtych. W
ten sposéb funkcja p->x(p) jest okreslona na catej ptaszczyznie. Wybieramy dwie prostopadte
wspohzedne kartezjariskie p-x,(p) , p=x,(p) .Otrzymujemy stad jednoznaczne

odwzorowanie punktéw plaszczyzny p->[x,(p),x,(p)] dozbioru R*=RxR .Odleglo$¢ na

plaszczyznie dist(p,q)=+V(x,(p)—x,(q)+(x,(p)—x,(q))’ spelnia tw. Pitagorasa. Izometrie
plaszczyzny euklidesowej to translacje , obroty wokot dowolnego punktu , odbicia wzgledem
dowolnego punktu, odbicia wzgledem dowolnej proste;.
Przestrzen euklidesowa X=IR> . Przestrzen ta jest izometryczna z przestrzenia

R’=RXIRXIR .Wspéhzedna kartezjaiska x w przestrzeni okre$lamy przy pomocy rodziny
rownoleglych prostych euklidesowych. Przez kazdy punkt przestrzeni przechodzi jedna taka
prosta .ROwnanie x=const jest rownaniem ptaszczyzny prostopadtej do rodziny prostych
réwnolegtych. W ten sposéb funkcja p->x(p) jest okre$lona na catej przestrzeni. Wybieramy
trzy prostopadte wspéhrzedne kartezjafiskie p->x,(p) , p=2>x.(p) , p2>x;(p)
Otrzymujemy stad jednoznaczne odwzorowanie punktow ptaszczyzny p-=[x,(p),x,(p),x;(p)]

do zbioru R’=RXxIRxIR . Odleglo$¢ w przestrzeni

dist(p,q)=+V(x,(p)=x,(q)+(x,(p)—x,(q))' +(x,(p)=x;(q))* speknia tréjwymiarowe tw.
Pitagorasa. Izometrie przestrzeni euklidesowej to translacje , obroty wokot dowolnej osi , odbicia
wzgledem dowolnego punktu, odbicia wzgledem dowolnej prostej, odbicia wzgledem dowolnej
plaszczyzny.
Poniewaz izometrie zachowuja ksztalt , przeprowadzajq proste w proste , ptaszczyzny w
plaszczyzny. Izometrie zachowuja roéwnoleglosc¢ i prostopadtos¢ prostych. Wynika stad , ze dowolne
dwa uklady kartezjanskich wspotrzednych taczy izometria.
Obiekty 7(p)=[x,(p),x,(p),x;(p)] nazywamy wektorami. W zbiorze wektoréw okre$lone jest
dodawanie wektoréw 7 (p)+7(q) imnozenie wektora przez liczbe a7 (p) . Stosujac nieco
bardziej abstrakcyjny zapis wektorow:




a= [al, a,,a,] zapisujemy definicje sumy wektorow :
d+b= la,,a,,a;]+[by,b,,b;]=[a;+b,,a,+b,,a;+b,]

i 1loczynu wektora przez liczbe :
ad=ala,,a,,a,]=[aa,,aa,,aa,]

Oba dzialania spehiajq aksjomaty przestrzeni wektorowej.

Klamrowy zapis wektora:
d=la,,a,,a]

]est ekw1wa1entny zaplsow1 przy uzyciu wektoréw bazy :
d=a, e +a,é,+a,e,

Uzyte tutaj wektory bazy skojarzone z kartezjanskim uktadem wspotrzednych to :
¢,=[1,0,0] , ¢€,=[0,1,0] , €,=[0,0,1]

Przestrzen fizyczna X jest trojwymiarowa przestrzeniq euklidesowa, wyposazong w opisang
powyzej odleglos¢. Punkty tej przestrzeni mozemy , przez wprowadzenie uktadu kartezjanskiego ,
utozsami¢ z wektorami przestrzeni R co zapisujemy X=R® .Nie piszemy X=R’ bo
przestrzen fizyczna sktada sie z punktéw a nie liczb. Odleglosci miedzy punktami dist(p,q)=>0
mierzymy przy pomocy lini geodezyjnych to jest najkrotszych, taczacych punkty. W przestrzeni
euklidesowej sg to linie proste.

Def. iloczyn skalarny wektorow :
dob=[a,,a,,a;]°[b;,b,,b;]=a, b, +a,b,+a;b,

Iloczyn skalarny wiaze sie z euklidesowa geometrig przestrzeni wektorowej przez fakt , ze dlugos¢
dowolnego wektora [d|=1 af+a§+a§ wyraza sie przez iloczyn skalarny :
lal=Va-ad
Dhugos¢ dowolnego wektora jest nieujemna [d/>0 . Jedynym wektorem o dtugo$ci zerowej jest
wektor zerowy 0=[0,0,0] , [0]=
Iloczyn skalarny mozna zdefiniowac przy pomocy pojecia dtugosci wektora :

Gob=2(a+Bf ~[a" )

Stw. podstawowa wlasciwos¢ iloczynu skalarnego :
60b2|5||b‘cos @
gdzie ¢ jest katem miedzy wektorami d i b

Szkic dowodu.
Majac dane wektory d i b obracamy je w ten sposob, ze po wykonaniu obrotu ich obrazami
beda odpowiednio wektory d' i b' . Podczas obrotu nie zmieniajg sie dtugosci wektoréw i kat
miedzy nimi . Mozemy w ten sposob otrzymac obrazy wektorow lezace w plaszczyznie x;x, i
ktore sq postaci :
d'=|ld| cos@, ,|a|Sin(p1,0] > B'=[|B| COS@,,
Katy ¢, i ¢, tokaty jakie tworzq wektory @' i b' zosia x, .Ichréznice
identyfikujemy z katem +¢ =¢,—¢, miedzy wektorami.
Poniewaz iloczyn skalarny nie zmienia wartosci przy obrotach wektorow :
Gob=a"b'=[dlb|(cos ¢, cos ,+sin g, sin ¢,)=dl bl cos(¢,— ¢ ,)=[dl[B|cos ¢

I_5|sin(p2,0]

Def. prostopadlosc wektorow :
dlbedeb=0



Fakt prostopadtosci dowolnych wektoréw oznaczamy d 1b .Dwa niezerowe wektory d i b
s prostopadte, gdy kat miedzy nimi jest prosty czyli wynosi ¢ = % radianow. Wtedy

C0S ¢ =C0S (%) =0 i zeruje sie iloczyn skalarny do b=0 .W przypadku wektora zerowego kat

miedzy wektorami nie jest okre$lony , ale do 0=0 iw szczegolnosci 000=0 . Definicja
uogolnia pojecie prostopadtosci przyjmujac, ze wektor zerowy jest prostopadty do wszystkich
wektorow , w szczegdlnosci do samego siebietzn. 0Lla , 010

Def. rzut ortogonalny :
=2b
bo

S

Pga

S

Wektor P;d nazywa sie rzutem ortogonalnym (=prostopadtym) wektora d na kierunek

wektora b .W powyzszej definicji zakladamy , ze wektor b0

Def. dopelnienie rzutu otogonalnego :
wyd=d—P;d

OczywiScie wektor jest sumg swojego rzutu ortogonalnego i swojego dopetnienia :
d=P;d+m;d

Jesli wektor b oznacza wektor prostopadty do plaszczyzny to rzutem wektora d na te

plaszczyzne jest wektor m;d .

Def. iloczyn wektorowy:
dxb=[a,b;—a;b,,a;b,—a,bs,a,b,—a,b,]

Definicje te mozna wyrazic¢ przez wyznacznik :

Korzystajac z rozwiniecia Laplace’a tego wyznacznika wzgledem pierwszego wiersza
otrzymujemy :

ST N a, a,|. N a, al|- . a, a,|-
axb:(—l)“det[ 2 3]e1+(—1)lzdet[bi bjeﬁ(—l)”’det[bi bjeS

axE:[+det 9 4 ,—det 9 9 ,+det 4@ 4 ]
b, b, b, b, b, b,

Macierze 2X2 wystepujace w rozwinieciu Laplace’a nazywajq sie minorami. Minory powstaja
przez wykreSlenie z duzej macierzy 3X3 odpowiedniego wiersza i kolumny.
Zilustrujemy rozwiniecie Laplace’a najprostszym przykladem. Niech a oznaczaliczbe, [a]

macierz 1X1 , det[a] wyznacznik tej macierzy. Oczywiscie det[a]=a .Obliczamy

. . a b . e s
wyznacznik macierzy c d stosujac rozwiniecie Laplace’a:



a b

det
e[cd

]:+adet[d]—bdet[c]:+ad—bc

Przyklad . [lustrujemy iloczyn wektorowy obliczeniem dla wektorow lezacych w plaszczyznie
X, X, , ktore sa postaci :

d'=[|d|cosg,,|d|sing,,0] , B':[|E|cos<p2,5|sin(p2,0]
d'xb'=[0,0,lalb|(cos ¢, sin@,—sin g, cos ¢,)]=[0,0,|dl|blsin (@, —¢,)]=[0,0,lal[blsin ¢ ]

Stw. podstawowa wlasciwos¢ iloczynu wektorowego :

[ax bl=lallb| sin ¢
gdzie ¢ jestkqtem miedzy wektorami @ i b .Poniewaz O<@<m to sing=>0 i
oczywiscie ‘?1 X _l;| >0 .

Liczba |Ei><_l5‘ jest polem rownolegloboku o bokach a i b , natomiast liczba %‘ZI’XH jest

polem odpowiedniego trdjkata.

Iloczyn mieszany wyraza sie przez wyznacznik :

a a, ds;
(@xb)oc¢=det|b, b, b,
€ G G

Wartos¢ bezwzgledna iloczynu mieszanego |(Zi XB) oE| wyraza objetos¢ rownolegloscianu o
krawedziach @ , b i ¢ ,natomiast liczba %‘( GxDb)ot| jest objetoscia odpowiedniego

czworoscianu.

Postugujac sie wielko$ciami [GxB| |(21’ XB) 05| mozna oblicza¢ pola wielokatow i objetosci
bryt wieloSciennych , dzielac je odpowiednio na trojkaty i czworoS$ciany. Trojkat to figura o
najmniejszej ilosci bokdw , czworoScian to bryla o najmniejszej ilosci Scian.

Podobnie jak dla przestrzeni fizycznej X geometria dostarcza modelu matematycznego czasu
T .Jako zbior T sklada sie z abstrakcyjnych chwil 7 €T . Model osi czasu postuluje
linearnos¢ czasu (chwile jako punkty na linii prostej) , kierunek przeptywu czasu (strzatka czasu,
przysztosc i przesztosc) , jednostajnoSc¢ przeptywu czasu (jednostka = sekunda) , miare uptywu
czasu (odleglo$¢ w czasie). OS czasu jest euklidesowa prosta T =~IR wyposazong w odleglos¢
euklidesowa dist(7,,7,)=+\(t(7,)—t(7,))’=|(z,)—t(z,)| ,gdzie 7,,7,€T to chwile czyli
punkty na osi czasu , za§  t(7,),t(7,)€R to liczby w sekundach czyli wskazania zegara.

Przyklad. Niech 7, oznacza chwile poczatkowa zaje¢, 7, koncowa chwile zaje¢. Wtedy jest
dist(7,,7,)=5400 sekund .



