Ped i Energia .

Podstawowe zadanie dynamiki to rozwigzanie rownania Newtona. Jest to znalezienie trajektorii po
ktorej porusza sie masywna punktowa czastka pod wplywem dziatajacej sity. Jednoznaczne
znalezienie owej trajektorii wymaga znajomosci warunkéw poczatkowych : predkosci i potozenia.
Najprostsza strategia rozwigzywania rownania Newtona jest obustronne catkowanie rownania po
czasie. Jakkolwiek dla pewnej klasy zagadnienn metoda jest skuteczna , to w og6lnosci zagadnienie
komplikuje sie : otrzymujemy réwnanie catkowe tzn. catke z nieznanej funkcji. Stad potrzeba
stosowania innych metod : $cistych jak rozdzielenie zmiennych czy tez przyblizonych jak metody
numeryczne. Niezaleznie od stopnia doktadnos$ci w jakim stosowane metody pozwalaja rozwigzac
dane zagadnienie , jest to proces niezalezny od obiektywnego istnienia trajektorii rownania
Newtona . Mimo powyzszego , catkowanie rownania Newtona prowadzi do definicji nowych
pojec : wektora pedu i energii kinetycznej. Obie wielko$ci sq odpowiednio wektorowq i skalarng
miarg ilosci ruchu.

Ped . Impuls sily.
Calkujac réwnanie Newtona obustronnie po czasie :

mo (0= [ B(7(e),9(0), e
otrzymujem; :
m (6)=m(t,)= | B (F(¢),¥(c), ¢ )dt
Lewa strona réwnartlnia zawiera wektor pedu czastki p=mV . Prawa strona réwnania to impuls

t
sity: :f[mzf EF(7(t),v(t),t)dt .Zmiana wektora pedu w danym przedziale czasu to impuls sity :
to
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Rownanie Newtona brzmi teraz :
p=F
Szybkos¢ zmiany wektora pedu czastki jest rowna wektorowi sity dziatajacej na te czastke.

Energia kinetyczna.Praca.
Réwnanie Newtona mozna obustronnie pomnozy¢ skalarnie przez wektor predkosci.

mv(t)ov(t)=F (7 (t),9(¢),t)o¥ (¢)
W rezultacie otrzymuje sie rownanie skalarne. Obustronnie catkujac to r6wnanie po czasie :

N1
ML = J (70, 9(0), )7 e
te ¢,
otrzymujemy :
— 2 - 2t
(el P _ gz (), 50,0009 () de
2 2 !
Po lewej stronie rownania wystepuje wielkos¢ nazywana energia kinetyczna :
_m[vf
Ex=—0>—

Po prawej stronie rownania wystepuje wielkos¢ nazywana praca :

t
W[to,r}:.r 13(F<t),_‘;(t),t)0_\;(t)dt



Jako wniosek wynikajacy z Rownania Newtona otrzymuje sie , Ze zmiana energii kinetycznej
punktu materialnego w danym przedziale czasu [t,,t] jest réwna pracy wykonanej przes site

dzialajaca na punkt materialny w tym przedziale czasu:
t

t
EK(t> _EK (to):f ﬁoi}’(ﬂ at A[to,t]EKEEK(t)_EK (to) ’ A[tn,t}EK:J‘ 1_:7 v t) dt
ty ty

A[to,t]EK:W[tO,t}

Mozliwe sg trzy przypadki : W, >0 ,energia kinetyczna ro$nie , W, =0 energia

kinetyczna nie zmienia si¢, W, ;<O , energia kinetyczna maleje .

Jesli nie prowadzi to do nieporozumien to mozemy pomijac symbol przedua}u czasu piszac
Ap= 1, AE =W zamiast A b= I e 0 B gEx=Wi, .

Prace we wspohrzednych kartezjanskich zapisujemy :
t
W= [ (B, (F(e),7(0),) X (0)+F,(F(e),F(0),0)y (0)+ B, (7 (¢), F(¢) ) 2(¢) )de
)

Upraszczajac zapis :

t t t
w=[ Fov(t)dt=] Fod7=[ (F dx+F dy+F,dz) , F=[F,FF,] , di=[dx,dy,dz]

t to to
Obiekty catkowe jak impuls sity _f[ tm]EJ« F (7(t),v(t),t)dt ipraca wykonana przez site
to

W[zo,tl}:f F(F(¢t),v(t),t)ov(t)dt nie sa catkami w zwyklym sensie. Obiekty I, ., , W .,

nazywaja sie funkcjonatami. Stajq sie one catkami jednej zmiennej po uprzednim podstawieniu
trajektorii t.j. funkcji potozenia i predkosci  x(t),y(t),z(t),x(t),y(t),z(t) okreslonych w
przedziale czasu t,<t<t, .Taka zaleznos¢ nazywamy funkcjonalng w odréznieniu od funkcyjnej
tzn. zmienna jest trajektoria a nie punkt. W szczego6lnosci zmienng , ktora mozemy podstawi¢ do
funkcjonatu jest trajektoria , ktora jest rozwigzaniem rownania Newtona.
W przypadku , gdy pole sity zalezy tylko od potozenia :
F=F(7)
czyli:
F(X’y’z):[Fx(x’y’Z)’Fy(X’Y’Z)’FZ<X’y’z)]
zadajemy pytanie czy istnieje funkcja skalasna U=U(x,y,z) , ktdra spelnia :
_ou _ou ouU
ox =F. dy =F, 0z =F.
Mozemy sformutowac ten problem uzywajac operatora gradientu :
—gradU = F
. 0 0 017 ;
gdzie grad=[—-— ox’ Dy az] i gradU=[—
skalarnemu pole wektorowe.
Jesli odpowiedz jest twierdzaca i odpowiednia funkcja istnieje to mozna zapisac¢ funkcjonat pracy
jako :

W= [ (F,dx+F dy+F dz)=—

ou oU OU]

ox’ Dy Yoz Operator gradientu przypisuje polu

ou ou ou , \_ —
f(ﬁx dx+ 3y dy+ P dz)——de——AU

Bardziej precyzyjnie :
t t

=J Fedi==[ duU(x(t), y(t),2(t)==U(x(t), y(¢),2(6) + U (x(t,), y (to), 2(t,))== A, U

ty ty

Krétko :

W[to,t}:_A[to,d U



Oznacza to , Ze praca wykonywana przez site potencjalng zalezy tylko od punktu poczatkowego i
koricowego. Funkcje U=U(x,y,z) nazywamy potencjalem pola F=F(x,y,z) .Istnienie
potencjatu U wprost wigze sie z pojeciem energii potencjalne;j.

Kryterium istnienia potencjalu U .
Kryterium otrzymuje sie przez zamiane catki po drodze na catke powierzchniows :

W= [ (F,dx+F dy+F,dz)=[ (6,F,—0,F )dydz+(6,F,—08,F,)dzdx+(0,F,—0,F,)dxdy
Uzywamy tutaj notacji dla pochodnych czgstkowych axzi , =0 , —i .

ox oy 0z

Mozemy tez napisac :

W=[Feodf=[rotFedS , dS=[dydz,dzdx,dxdy]
Jesli pole jest potencjalne catka powyzsza powinna sie zerowac po dowolnej drodze zamknietej.
Stad wynika zerowanie sie pola podcatkowego w calce powierzchniowej :

6,F,~o,F,,0,F —8,F,,d,F,—d,6F,]=0
Powyzsze rownanie zapisujemy krotko przy pomocy operatora rotacji :

rot F=0
Kryterium istnienia potencjatu mozemy zapisa¢ w zwartej formie :

F——grad U <rot F=0
da F= F(xyz) , U=U(x,y,z) .
Dla danego pola F istnieje tylko jeden potencjat z doktadnoscia do statej funkcji tzn.
Jesli F=—grad U, i F=—grad U, to U,=U,+const

Przyklad. Stale pole grawitacyjne.
F(x,y,z)=[0,0,— mg]
Oczywiscie rot F=0 .Potencjat Ul(x,y,z)=mgz—mgz, .Stala mgz, mozemy wybra¢
dowolnie. Wybor statej nazywamy cechowaniem potencjatu. Praca nie zalezy od cechowania :
W==U (xy,y,,2,)+U(xy, y1,2,)=—mgz,+ mgz,+mgz,—mgz,=mg (z,~ z,)

Przyklad. Pole grawitacji Newtona.
= GMm -, GMm

F,=— Foezyli Folx,y,z)=————r—|[x,y,z] .

Pole jest okreslone wszedzie poza poczatkiem ukladu wspéhrzednych. Odpowiedni potencjat jest
GMm

\/x2+y2+z

dany jako U(x,y,z)=— +const . Sprawdzamy takze rotF,=0 .
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Zasada superpozycji sit dla sit potencjalnych prowadzi do dodawania potencjatow .



