Kinematyka. Nauka o Ruchu.

Kinematyka to nauka o ruchu. Przedmiotem zainteresowania kinematyki sa trajektorie kreslone
przez punkty w przestrzeni. Gdy zawezimy tak obszerne pole zagadnien do badania ruchu punktu
materialnego , otrzymujemy opis ruchu przy pomocy osi czasu T i euklidesowej tréjwymiarowej
przestrzeni X .Trajektorig punktu materialnego nazywamy odwzorowanie z osi czasu T do
przestrzeni X .Chwili 7€&€T przypisujemy polozenie p€X czyli odwzorowujemy 7->p .
Wybierajac wspotrzedne kartezjariskiew T i X otrzymujemy t(7)->[x,(p),x.(p),x;(p)]
co jest rownowazne definicji trajektorii jako odwzorowania R3t-[x,(t), x,(t),x;(t)]€R’
Powyzsze stwierdzenia prowadza do nastepujacych definicji :
Def. wektor wodzacy :

F(t):[xl(t)’ X2<t)’ X3(t)]
Def.wektor predkosci :

(=S, % %)

t dt dt

Def.wektor przyspieszenia :

_,(t)_[d2 x, d*x, d2x3]
‘ de " ar’’ dt’
Wektor wodzacy definiuje trajektorie punktu materialnego. Oznacza to, ze w tej definicji zawarte sg
wszystkie wlasciwosci ruchu. Wektory predkosci i przyspieszenia , otrzymane przez
rézniczkowanie , sa jednoznacznie okreslone przez wektor wodzacy. Zaznaczmy, ze powyzsze
definicje uzywajq kartezjanskich wektoréw bazowych niezaleznych od czasu:

de, - de, - de, -

ar =0 , i =0 , F:O .Wektory przyspieszen wyzszych rzedéw definiuje sie

n—

analogicznie przez rézniczkowania wektora wodzacego po czasie o n=3 . Dla oznaczenia
t

pochodnych wektoréw po czasie stosuje sie ekwiwalentnie notacje :
a_df L dF
t)=—— =
(=4 a=2
v(t)=7 , d(t)=7
_\;(t):[x.l’x.Z:X'B] ’ a(t):[XI)XZ:X3]
Kropki w powyzszych wyrazeniach oznaczajg pochodne funkcji f=f(t) po czasie :

f_dt , f_dt2 , etc.

Pojecie euklidesowego iloczynu skalarnego przenosi sie na wektory predkosci i przyspieszenia.
Dlugosci wektorow okreslamy przy pomocy iloczynu skalarnego :

Vl=vvov , [d=vaca .
Warto$¢ wektora predkosci jest dana jako :

W(t)|=\/()€1)2+()€2)2+()<'3)2
Wartos¢ wektora przyspieszenia jest dana jako :

[a(6)]=+/ (%, + (%, + (%,
Wektor przyspieszenia d(t) mozemy zrzutowac ortogonalnie na kierunek ruchu wyznaczony
przez wektor predkosci v(t) . Otrzymany w ten sposob wektor nazywamy przyspieszeniem
stycznym.
Def. wektor przyspieszenia stycznego

ds(t)=Py,alt)
Dopekienie ortogonalne tego rzutu nazywamy wektorem przyspieszenia normalnego.
Def. wektor przyspieszenia normalnego

G*N(t)E”vma(t)




Oba wektory leza w ptaszczyznie ruchu zdefiniowanej przez wektory v(t) i d(t) .Oczywiscie
jest d(t)=ds(t)+ay(t) oraz ds(t)ody(t)=0 . Wektor styczny ma ten sam kierunek co
kierunek ruchu wyznaczony przez wektor predkosci. Kierunek ruchu i jego ZWTOt Wyznacza wersor
styczny = |t| . Przyspieszenie normalne definiuje wersor normalny n E% . Wersor
binormalny b=TxHh jest prostopadty do ptaszczyzny ruchu.
Uwaga : sytuacje , w ktérych powyzsze definicje nie funkcjonujg ( i/’(t)z_(j lub a"N(t)Z(_j ) sa
wyjatkami od reguty, ktére tatwo opisac (spoczynek , ruch po linii proste;j ).
Przyspieszenie styczne odpowiada za zmiane wartosci predkosci :

AOE dp(e)

dt

Przyspieszenie normalne odpowiada za zakrzywienie trajektorii :

g (o=
p(t)
gdzie funkcja p=p(t) jest promieniem krzywizny trajektorii.
Interpretacja kierunku stycznego i promienia krzywizny.
Prosta styczna do trajektorii i promien krzywizny trajektorii jest funkcja punktu tej trajektorii.
W danej chwili t, kierunek styczny do trajektorii w punkcie 7(t,) wyznacza wektor V(t,)

Gdyby od tej chwili t, wyzerowac wektor przyspieszenia , to punkt poruszalby sie po prostej
stycznej do trajektorii w punkcie 7(t,) ze stalg predkoscia  v(t,)

W danej chwili ¢, promien krzywizny trajektorii to promien okregu stycznego do trajektorii w
punkcie 7 (t,) .Okrag ten lezy w plaszczyznie ruchu i ma promien R=p(t,) . Gdyby od tej
chwili t, wyzerowac skladowa styczng przyspieszenia, to punkt poruszalby sie z predkoscia o

[v(to)
R

statej warto$ci \V (to)\ pod wpltywem statlego przyspieszenia dosrodkowego po okregu o

promieniu R=p(t,) stycznym do trajektorii w punkcie 7 (t,)

Prosta styczna i okrag styczny sq wyznaczone jednoznacznie t.j. trajektoria ma tylko jednq prostq i
jeden okrag styczne w punkcie. Zaleza one tylko od ksztaltu trajektorii , nie zaleza od sposobu jej
pokonywania t.j. od predkosci.

W trakcie ruchu od chwili t, dochwili t; punkt materialny zmienia swoje polozenie z punktu
7(t,) dopunktu 7(tg) .
Def. wektor przemieszczenia
ras=T (tp)=T(t,)
Wektor przemieszczenia spetnia réwnanie 7 (t,)+r.; =T (tz) . Warto$cig przemieszczenia
nazywamy euklidesowa odleglos¢ miedzy punktami  r,z=|rs|=[F (t5)—F (¢
Def. droga punktu materialnego

SAB—flv ‘dt—f\/ X,) +(x,) dt
Jest to dlugosc krzywej przebytej przez punkt materialny. Oczywiscie s,;=>r,; .Jesli mamy dang

> =[5 (¢)

droge s=s(t) w funkcji czasu, to jej pochodna

Klasyfikacja trajektorii.

Ruchy klasyfikujemy ze wzgledu na ich cechy, ktore okreslone sa przez sktadowe naturalne
przyspieszenia @y i dy . Jezeli @g(t)=0 to ruch nazywa sie jednostajny i charakteryzuje sie
stata wartoscig predkosci  [v(t)|=const czyli jest meprzyspleszony W przeciwnym wypadku dla
ruchu przyspieszonego jest d,(t)#0 .Jezeli d)(t)=0 to ruch jest prostoliniowy, natomiast

gdy d,(t)#0 ruch jest krzywoliniowy.



Trajektorie klasyfikuje sie geometrycznie jako 0, 1, 2, 3 wymiarowe. Odpowiednio sg to punkt ,
prosta , trajektoria ptaska, trajektoria stricte trojwymiarowa.
Ruch odbywa sie po plaszczyznie jesli dla dowolnych chwil czasu ¢,,t,

”5(7:(Ez)_?(t1>):F(t2)_?(t1>

gdzie b=const jest wektorem prostopadtym do plaszczyzny ruchu. W szczegélnosci dla
dowolnej chwili czasu :
w5(F(t)=7(0))=7(t)-7(0)
Rézniczkujac otrzymujemy warunek dla wektora predkosci :
5((0))= ()
Ponownie rézniczkujac otrzymujemy warunek dla wektora przyspieszenia :
ms(@(e))=a(e)
Powyzsze warunki mozna wyrazm przez pojecie prostopadtosci :
bo(7(t)—-F(0))=0 , bov(t)=0 , boa(t)=0
Dla takiego ruchu mozna wybra¢ uktad wspérzednych np. tak, aby wektor wodzacy :
F(t):[)ﬁ(t): Xz(t),o]

W takim ukfadzie wektor b=¢&, .

Ruch odbywa sie po prostej jesli dla dowolnych chwil czasu ¢,,t,
Py(F(t,) =7 (t,)=7 (t2) = F(t,)

gdzie b=const jest wektorem o kierunku zgodnym z kierunkiem prostej po ktérej odbywa sie
ruch. W szczegolnosci dla dowolnej chwili czasu :

P;(F(t)=7(0))=7(¢)-F(0)

Rdézniczkujac otrzymujemy warunek dla wektora predkosci :
P (¥(0))=v(¢)

Ponownie rozniczkujac otrzymujemy warunek dla wektora przyspieszenia :
Py(ale))=alt

Zauwazmy, ze dla ruchu po prostej mozemy wybra¢  b=v(t) . Stad jest:
Py
P (d(t))=ds(t) czyli dy(t)=0 .Dlaruchu prostoliniowego nie ma przyspieszenia

-

d(t))=d(t)=ay(t)+ds(t) ijednoczesnie z definicji przyspieszenia stycznego

normalnego.
Dla takiego ruchu mozna wybrac ukiad wsporzednych np. tak, aby wektor wodzacy :

F(t):[xl(t)’oyo] N
W takim ukladzie wektor b=e, .

Konstruowanie trajektorii plaskiej i prostoliniowej.

Jezeli mamy dowolng trajektorie 7 (t) to mozemy zdefiniowa¢ r.(¢)=x;(7(t)—F(t)) . Zatem
jest 1.(t,)=0 ioczywiscie s;(r. (t)=r (t,))=F(t)—=.(t,) .O ile nie jest to ruch
prostoliniowy czyli Py (. (t)—F (to))#F= (t)—r= (t,) to otrzymujemy ruch stricte
dwuwymiarowy (zaktadamy , ze definicja jest nietrywialna r. (t)iﬁ ).

Postepujac analogicznie mozemy z dowolnej trajektorii 7(t) otrzymac trajektorie prostoliniowa
definiujac 3 (¢)=P;(F(t)=F(t,)) Jest 7, ()=0 i znéw Py(F; (t)=r(t))=Fu(0)=75 (t)
Tymrazem P, (r, (t)—r(to))=r} (t)=r, (t,) .Ruch jest jednowymiarowy (zakltadamy , ze
definicja jest n1etryw1alna 7, (t)#0 ).

Przeksztalcanie trajektorii.

Postugujac sie izometriami euklidesowej osi czasu T z dowolnej trajektorii 7 (t) otrzymujemy
np. trajektorie F(—t) , F(—t+2t,) , T (—t+t,+ty) dlaktorych punkt materialny
przemieszcza sie¢ w tym samym zbiorze potozen, ale z odwrotna chronologia. Trajektoria
przesunieta w czasie to 7 (t—t,)



