Dynamika. Nauka o Sitach.

Na podstawie poje¢ kinematyki, takich jak potozenie , predkosc i przyspieszenie, sformutowana jest
dynamika , ktora postuguje sie pojeciem wektora sily, dzialajacego na masywny punkt materialny.
Rezultatem owej syntezy pojec¢ jest Rownanie Newtona o fundamentalnym znaczeniu dla poznania
praw przyrody. Abstrakcyjny jezyk Rownania Newtona to jezyk rachunku rézniczkowego i
catkowego, ktéry wyraza matematycznq nature praw przyrody. Rozwigzaniem Réwnania Newtona
jest trajektoria masywnego punktu materialnego w fizycznej przestrzeni euklidesowej. Trajektoria
ta jest jedyna , ktéra reprezentuje rzeczywista ewolucje w czasie potozenia masywnego punktu
materialnego , wyrézniona sposrod wszystkich kinematycznie mozliwych trajektorii.

Rownanie Newtona
ma(t)=F(7(t),v(t),t)

Prawa strona rownania to wektor sity F zalezny w ogélnosci od czasu ¢ , potozenia F(t) i
predkosci Vv(t) masywnego punktu materialnego.
Lewa strona rownania to iloczyn masy punktu materialnego m i wektora przyspieszenia punktu
materialnego d(t)
Nalezy podkresli¢ treS¢ owego prawa przyrody. Dzialajaca sila jest przyczyng powstania
przyspieszenia. Przyspieszenie jest skutkiem dziatania sity. Skalarny wspétczynnik masy wyznacza
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sa r6znymi obiektami , ktore wiaze ze sobq ta zasada dynamiki.
Podkreslmy rézniczkowy charakter Rownania Newtona :
21— =
md ) rtgt):F(F(t),—d ;Et) ,t)
Jest to rownanie rozniczkowe rzedu drugiego. Jednoznaczne rozwigzania zalezg od predkosci
poczatkowej Vv(t,) ipotozenia poczatkowego T (t,) . Teoria jest lokalna tzn. zachowanie
punktu materialnego zalezy tylko od bliskiego otoczenia punktu w danej chwili. Istnienie i
jednoznaczno$¢ rozwigzan , kluczowe dla fizyki , gwarantuja odpowiednie twierdzenia.
We wspéhrzednych kartezjanskich Réwnanie Newtona ma trzy sktadowe rownania skalarne, ktére
tworza odpowiedni uktad rownan :
mX=F (t,x,y,z,X,y,%)
mjz:Fy(t,x,y,z,k,y,Z)
mZZFZ(t,x,y, z,)’(,y,Z)

proporcje miedzy przyczyng a skutkiem tzn. . Obie strony Rownania Newtona a priori

W ogdlnosci kazdy przypadek wymaga osobnych rozwazan.
Przyjrzyjmy sie prostym przykladom Réwnania Newtona. Rozwazymy przypadek : stalej sity , sily
zaleznej od czasu , sity oporu zaleznej od predkosci , sity sprezystosci.

Rozwigzanie Rownania Newtona. Stala sila.
F=const .
mt(t)=F
Calkujac obustronnie po czasie otrzymujemy :
t t
m [ F(t)dt=[ Fdt
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stad jest :
t
mv(t)} =F [ dt
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i w rezultacie :
mv(t)—-mv(t,)=(t—t,) F
Po przekszta}cemu Ca}kUJemy ponownie po czasie :
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Ruch jest ruchem plaskim , gdy wektory F#0 , v (to);féﬁ i oba wektory sa niewspotliniowe
|El[v (t,)|#|Fov(t,) . Wtedy bowiem a5 (7 (¢)—F(t,)=F(t)=F(t,) dla b=v(ty)xF ,ktéry
jest wektorem prostopadltym do plaszczyzny ruchu. Mozna wykazac, ze trajektoria w tym
przypadku jest parabola. o _
Ruch jest prostoliniowy , gdy wektory F#0 , V(t ) 0 ioba wektory sa wspotliniowe .

&

Mozemy wybra¢ wektor kierunku prostej ruchu jako b= v(t,) lub ekwiwalentnie b=F i
stwierdzi¢, ze Py (7 (t)—F(t,))=7(t)—F(to) -

Ruch bez predkosa poczatkowej V(t,)= 0 jest prostoliniowy w kierunku b=F . Wtedy

T(t)= % (t—to) F(t,) .Ruch jest jednostajnie przyspieszony ze stalym przyspieszeniem

o F_ -
a(t)—m—const .

Ruch jest nieprzyspieszony, gdy F=0 .Ruch odbywa sie po linii prostej o kierunku E:V(to) :
7 (t)=V(to)(t—t,)+F(¢,) , co stwierdzamy przez P;(7(t)—7(t))=7(t)—7(t,) -

- -

Dla F=0 i v(t,)=0 otrzymuije sie spoczynek w punkcie 7 (t)=7(t,) .

Rozwiazanie Réwnania Newtona. Sila zalezna od czasu.
F=F(t)
m?(t)=F(t)

Réwnanie mozna wycatkowac obustronnie po czasie ( efektywnie) :

mfr dt—fF dt

OtrzmeJemy :
t

mv(t)—mv(t,)=[ F(t)dt

Predkosc :
t
V(=1 [ B(e)de+v(e,)
m;
Calkujac ponownie

7 1f fF dt)de+v(t,)(t—t,)+7(¢,)
tO t
Problem jest rozwiazany z dokladnoscia do efektywnego wyliczenia caltek

[E@d , [(Flodod

ty 1t



Rozwiazanie Réwnania Newtona.Zagadnienie sil niezaleznych.
F(x,y,z,%,¥,2,t)=[F,(x,%,t),F (y,7,t),F,(z,z,t)]

Zagadnienie rozpada sie na uklad trzech niezaleznych rownan :
mx=F (x,x,t)

my=F,(y,y,t)
m2=FZ(z,Z,t)

Przyklad. Sita oporu proporcjonalna do predkosci.

F(v)=—bv
mx=—bx
my=—by
mz=—bz

Mozna tatwo sprawdzi¢, ze wektor predkosci :

7 (to)=[x(t,), y(t,), 2(t,)]

Dla tego ruchu prawdziwa jest zaleznosc :

F(t):%(v(to)_v(t))*’?(to)

Ruch jest jednowymiarowy , poniewaz ~ P;(7 (t) =7 (t,))=7(t)—7(t,) dla b=v(t,) .

Przyklad . Sita sprezystosci.

F(7)=—k7
mx=—kx
my=—ky
mi=—kz

Mozna sprawdzic, ze wektor wodzacy :

F={A,sin| < (=), 4, sl —tho,), A sinl Ke=t g,

a wektor predkosci :

V(t):[—Ax\/%cos(\/%(t—to)ﬂax),—Ay\/kcos(\/%(t—to)ﬂpy),—Az\/gcos(\/%(t—to)ﬂpz)]

m



Amplitudy i fazy mozemy wyrazi¢ przez warunki poczatkowe 7 (t,) , V(t,) rozwiazujac uktad
réwnan :
7 (to)=[A,sing,,A,sing,, A,sing,]

V(tO):[_\/%AxCOS (Px:_\/%AyCOS(Py:_\/% AzCOS(Pz]

Ruch moze by¢ conajwyzej ptaski . Stwierdzi¢ to mozna przez obliczenie wektora b=const
spetniajacego zalezno$¢ (7 (t)—F(t,))xV(t)=f(t)b .Z doktadnoscia do nieistotnego czynnika
skalujacego wektor b=[A,A,sin(¢,~¢,),A,Asin(g,—p,), A A sm((px <py)] . Zatem jesli

ten wektor b#0 to ruch odbywa sie w plaszczyznie prostopadtej do b=const czyli spelniony
jest warunek (7 (¢) =7 (¢,))=F(t)—7(t,)

Z kolei ruch zerowymiarowy czyli spoczynek w potozeniu rownowagi otrzymamy przy Vv (t0)=6
i F(t )—6 co jest rownowazne z zerowaniem si¢ amlitud A =A =A,=0 .

w pozosta}ych przypadkach trajektoria jest jednowymiarowa tzn. wtedy i tylko wtedy , gdy
b=0 i [A,A,A ]#O :

Przytaczamy ponizej sity oddziatywan fundamentalnych . Oddzialywania te opisuje pojecie pola
grawitacyjnego , elektrostatycznego , elektromagnetycznego.

Grawitacja Newtona.
=3 GMm -,
F N— T r
7]
Wektor sity grawitacji opisuje site przyciagania z jaka masa M umieszczona w poczatku uktadu
wspéhrzednych przycigga mase m umieszczong w punkcie F=[x,y,z] .

Sila Coulomba.

o
Wektor sity elektrostatycznej opisuje site przyciggania / odpychania z jaka tadunek elektryczny

Q umieszczony w poczatku uktadu wspohrzednych przyciaga / odpycha tadunek elektryczny

q umieszczony w punkcie F=[x,y,z] .Oczywiscie jest Qg>0 (odpychanie)albo Qg<0
(przyciaganie).

Sila Lorentza.
F,=qE+qVvXB
Wektor sity Lorentza opisuje site jaka dziata na punktowy tadunek elektryczny q w polu

elektrycznym E= E(x y,z,t) imagnetycznym B= B(x y,z,t) .Wektor V jest predkoscia
czastki natadowanej.

Pojecie pola sit prowadzi w konsekwencji do geometrycznego rozszerzenia fizycznej euklidesowej
przestrzeni . Rozszerzeniem tym jest przestrzen konfiguracyjna C=XXV | ktorej elementami sa
(x,y,2,V, Vs v,]€C .Elementy przestrzeni konfiguracyjnej nazywamy stanami czastki. Stan

czastki tworzy potozenie 7€ X ipredkos¢ VEV traktowane jako zmienne niezalezne.
Zatem pole sit jest funkcjq stanu czastki i czasu. Wazng konsekwencja takiego okreslenia sity jest

to, ze sily mozna do siebie dodawac ( zasada superpozycji sit ) .






